Az itt kovetkezd oldalakon Lakatos mate-

Lakatos Imre matikafilozofijat kovetve az alabbi kérdé-
. seket fogjuk kissé korbejarni: milyen a
matematlka' matematikai tudas természete? Miféle vilag-
, , o 1ol szol; valtozékonyak-¢ vagy allandbak a
ﬁlOZOﬁaJ a targyai? Valtoznak-e az id6vel a matemati-

kai igazsagok? Lakatos valasza e kérdésekre
nem pusztan filozofiai vagy metamatemati-
kai elmélkedéseken alapul. Osztonzéje és
forrdsa miveinek a matematikatorténet.
Mint irja: ,,Manapsag, a formalizmus ural-
. ma alatt, az ember hajlik arra, hogy Kantot
Kiss OZg a parafrazalja: a matematika torténete, a filo-
z6fia iranymutatdsait nélkiilozve vakkd, a
matematika filozofiaja, mellézve a matema-
tika torténetének legérdekesebb problémait,

tiressé valik” (Lakatos 1981: 15).
A matematikafelfogasanak horizontjat
alkoto problémaszituacio felvazolasaval azt
a heurisztikai stilust szeretném kovetni,
melynek maga is sz0szo6loja volt. A tudos,
mint hangsulyozta, nem iires elmével fog a
kutatdshoz (Lakatos 1981: 208, 1-2. Ij.).
Bevezetésként tehat felvillantok néhany gondolatot (ha filozofiatorténeti szempontbol
talan nem is a legfontosabbakat, am mindenképp a szerintem legizgalmasabbakat), melyek

Lakatos elméletének a hatteréhez tartoznak.

MILYEN A MATEMATIKA? — A PLATONI TRADICIO

Platon szerint a matematika ,,a lelket a magasba vezeti”, az igaz 1étezd szemlélete felé
(Platon 525d). Ezért valasztja az idealis allam vezetésével foglalkozo ifjak tanulmanyai
koz¢é a szamtant és a mértant (525¢—527b), mely nem a valtozo s érzékeinkkel megragad-
haté vildg, hanem az 6rokké létezé megismerésére torekszik. Am nem a gondolkodas
targya a fontos szdmdra, hanem az a mod, ahogy a lélek a matematika miivelése révén
felemelkedik az igazsaghoz: mert a matematikusok okfejtéseikben (példaul egy haromszo-
gekre vonatkozé tétel bizonyitasaban) lathaté dolgokra hivatkoznak ugyan, ,,de kdzben
azokat a fogalmakat keresik, amelyeket masképp, mint értelemmel, senki meg nem lathat”
(Platéon 510d-511a).

Platon a filozofiarédl szélva hangsulyozza, hogy a nyelvi kifejezés elvezet a megértésig,
am ,,a végso belatast nem lehet szavakkal kifejezni, miként az oktatas szokasos targyait;
az érte szakadatlanul végzett kozos munka és az igazi ¢életkdzosség eredményeként egy-
szerre csak felvillan a l1élekben — akarcsak egy kipattand szikra altal keltett vilagossag —, s
azutan mar 6nmagatol fejlédik tovabb” (Platén 341c—d). De vajon vonatkozik-e ez a mate-
matikéra is? Nos, amikor Platon példat hoz (342a—c) a megismerés folyamatanak leira-
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képmasanak sincs koze a megismeréshez. Csak az ezekre kovetkezd negyedik 1épés a
belatas és a helyes vélemény: am a megismerés tulajdonképpeni targya, az igazi 1étezo,
mindezektdl kiilonbozik, de ,,ha valaki nem fogja meg valami médon mind a négy dolgot,
sohasem lesz része teljesen az 6tddik megismerésében” (342d—c). A megismerés soran
nem ugorhatjuk at e 1épéseket. Nem juthatunk azonnal a végsé Osszefliggések birtokaba
— ez igaz a matematikara és a filozofiara egyarant. De ne feledjiik Platon szavait: ,,aki
eszénél van, sohasem fog batorsagot venni maganak arra, hogy a gyarl6 nyelv formajaba
Oltoztesse, amit szellemével megfogott, s még kevésbé abba a merev formajaba, amely az
irasba rogzitett nyelv tulajdonsaga” (343a).

Kiilondsen azért tanulsdgosak Platon e sorai, mert az 6t kdvetd évszazadokban a mate-
matika éppen szilard, axiomatikus formajaval vivta ki az igazsagra torekvok csodalatat.
Ugy tiint, a matematika igazsagai épp azért lehetnek kétségbevonhatatlanok, mert bizonyos-
sagukat e zart logikai rend biztositja.

Arisztotelész a masodik analitikaban a bizonyito tudas legfobb mintaképéiil a geometri-
at vette. Az akkori axidémarendszerek kozil kiilon egy sem maradt fenn, az Elemek egyes
konyveiben feltarhatd eltéré nyelvi rétegek ¢és stiluselemek azonban arra utalnak, hogy
némelyikiiket Eukleidész beolvasztotta sajat munkajaba.

A geometria Eukleidészt6l rank maradt formaja a kdvetkez6: az I. konyv a definiciokkal
(példaul ,,Pont az, aminek nincs része”), a posztulatumokkal (példaul ,,Koveteltessék meg,
hogy minden pontbol minden ponthoz legyen egyenes hiizhato”) és az axidmakkal (példaul
»©Amik ugyanazzal egyenl6k, egymassal is egyenldk’™) kezdddik (Euklidész 1983: 45-47),
majd ezeket kdvetik mindazon tételek, melyek ezekbdl levezethetdek. A bizonyitasokban a
fogalmakrol nem tehetiink fel tobbet, mint amit a definicidkban rogzitettiink, s nem hasz-
nalhatunk fel mast, mint amit mar eddig kimondtunk az axiémakban és posztulatumokban,
illetve amit ezekbdl korabban levezettiink. A II. kdnyv hozzavesz néhany ujabb definiciot,
s az igy kiboviilt lehetéségekkel tjabb tételeket bizonyit. Mind a tizenharom kdnyv Iénye-
gében ezt a rendszert koveti. (Amit eredményiil kapunk, az stilusaban nagyjabol az a mate-
matika, amellyel a kozépiskolaban tobbségiink megismerkedett — algebra és modern jelolé-
sek nélkiil, sokkal tobb tétellel.)

Platon szerint, persze, e nyelvi forma nem meriti ki azt, ami tudhato:

Csak ha az emlitett négy tényez6 mindegyikét — a nevet, a meghatarozast, a térbeli alakot és az
érzékelés eredményét — sok faradsaggal Osszevetjiik, és egymas irant joindulattal viseltetve,
irigység nélkiil, kérdések és feleletek formajaban minden oldalrél megvitatjuk, csak akkor fog
ravillanni a kutatas minden targyara a megértés és az igazi belatas fénye, méghozza olyan vila-
gossaggal, hogy az mar szinte nem is embernek valo (344b).

Am hosszu idére feledésbe meriilt, hogy milyen fontosak e dialogusok a matematikai
tudas természetének megértéséhez. Szazadunkban Lakatos Imre volt az, aki a matematikai
megismerés dialogikus természetét — immar kissé mas (torténetibb) megvilagitasban — Gjra
elétérbe allitotta.

IGAZSAG ES BIZONYOSSAG — AZ AXIOMATIKUS RENDSZER EUKLIDESZI FORMAJA

A matematika euklideszi forméaja a gérog matematika cstcsteljesitményének bizonyult, s az
6t létrehozo kultura hanyatlasaval monumentalis emlékmiivé valt. Mikor Eurdpa a morok
kozvetitése révén ujra felfedezte az Elemeket, csodalta az altala elért tokéletességet. A ma-

tematika Eukleidész révén rank maradt antik axiomatikus formaja a szigort ¢s biztos alap-
elveken nyugvoé tudéas mintaképe lett. Descartes szabalyai az értelem vezetésére a matema-
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tikai érvelést vették példaképiil. Spinoza Etikajanak adott axiomatikus felépitést, Newton
pedig fomivének, A természetfilozofia matematikai alapelveinek.

A geometria allitasai megcafolhatatlanok voltak, s Gigy tint, e sajatossagukat épp az axi-
omatikus felépités biztositja. Ugyanakkor nem volt kétséges, hogy az euklideszi tér és az
id6 ,,érzéki szemléletiink formai”, ahogy azt Kant a Tiszta ész kritikdjaban megfogalmazta,
azaz — elszakadva immar Kant kategoriditol azt mondhatjuk — az euklideszi geometria a
minket koriilvevd euklideszi tér tiszta fogalmi formaba ontése. Elég megrazo volt hat, ami-
kor Bolyai és Lobacsevszkij egymastol fliggetleniil, nagyjabol egyszerre bizonyitottak be a
nem-euklideszi geometria 1étjogosultsagat. Azt persze tovabbra is nehéz volt kétségbe von-
ni, hogy a koriiléttiink levo tér euklideszi (azaz a haromszog szogeinek dsszege mindenhol
180°), de kideriilt, hogy az euklideszi és nem-cuklideszi geometridk igazsaga egyiitt all
vagy bukik: mindegyiket modellezni lehetett ugyanis a masikban. Azaz ha a nem-cuklideszi
ellentmondasos, akkor ez kiterjed az euklideszire is.

(Ezt ma inkabb relativ konzisztencianak neveznénk, akkoriban azonban az ellentmon-
dasmentesség és az igazsag kiilonbsége nem volt teljesen vilagos, hisz amidta elhalvanyult
a kiilonbség az Elemek axiomai és posztulatumai kozott, azota a matematikai tételeket nem
hipotetikusnak, hanem kétségteleniil igaznak tartottak.! fgy az igaz tételek azonosak voltak
a bizonyithatoakkal — ez, mint latni fogjuk, az euklideszi tipusu elméletek sajatja. Igazsag
és levezethetdség akkor valik szét, ha egymast kizard, alternativ logikai rendszerekben gon-
dolkodhatunk, azaz kiilonbségiik tisztazasat épp a nem-euklideszi geometriak elfogadasa és
a formalis axiomarendszerek elméletének kidolgozasa tette lehetdvé.) Einstein relativitasel-
méletének kisérleti igazolddasaval és a matematika formalis eszményének kialakulasaval
az, hogy a minket koriilvevé tér euklideszi vagy sem, a fizikai mérésektol valt fliggve, azaz
matematikai helyett egyértelmiien fizikai problémava valt.

Lakatos szamara ezért az euklideszi program 1ényege mar nem is a térbeli 6sszefliggések
leirdsa, hanem valami egészen mas, sokkal altalanosabb (Lakatos 1977a: 4-5). A Lakatos
altal rekonstrualt ,, euklideszi program ™ célja az ismeretek nyilvanvaldan igaz elvekbdl vald
levezetése. Az euklideszi elmélet — nem pusztan Eukleidész geometridjat, hanem minden
hasonlé mintara épiilé elméletet értve rajta — olyan deduktiv rendszer, melyben a tételek
trivialis volta az axiomak trivialis igazsagabol kovetkezik. Az euklideszi elmélet tehat — ha
az axiomak valdban ilyenek — csak nyilvanvaloan igaz allitasokat tartalmaz, s ezért — ugy
tlnik — joggal vivta ki a végleges igazsagok megragadasara torekvo tuddsok csodalatat.

Az euklideszi program akkor keriil bajba, ha axiomainak trivialis igazsagat mégis meg-
kérdéjelezik. Az euklideszi geometria esetében® a parhuzamossagi axioma volt az, amelyik
nem tiint annyira trivialisnak, mint a tobbi, noha sokaig mindenki biztos volt igazsagaban.
Indirekt bizonyitasokkal probalkoztak, hatha sikeriil levezetni a tobbibol. Sok furcsa jelen-
ségre bukkantak (nem-euklideszi geometriai tételekre), de csak nem talaltak (illetve csak
talalni véltek) ellentmondast. Bolyai és Lobacsevszkij érdeme éppen az volt, hogy felismer-
ték: hidbaval6 az axioma tagadasanak cafolataban reménykedni. Rendszereiket kidolgozva
merték tagadni azt, amit korabban mindenki igaznak tartott.

Lakatos Bizonyitasok és cafolatok cimii munkaja, tobbek kozt, szamos példat hoz olyan
trivialis igazsagra, melyet a kovetkez6 nemzedék matematikusai megkérddjeleztek, sot
elvetettek. Az euklideszi tipus, trivialis igazsagokon alapul6 elméletek ezért soha nem tel-
jesen védettek a kritikdval szemben.

—_

V6. Szab6 Arpéadra hivatkozva Lakatos (1981: 79. 2. 1j., 80).

2 Az eredeti euklideszi geometria nem tokéletes példaja a Lakatos altal rekonstrualt euklideszi elméletnek.
Eredeti formajaban ugyanis épp a fontos matematikai alaptételek nem axiomakként, hanem posztulatumok-
ként voltak kimondva. Erre utal a Bizonyitasok és cafolatok egyik labjegyzete is (Lakatos 1981: 79-80. 2.
1j.). Az évszazadok soran ennek jelent6sége elveszett, ezért az europai matematika reneszansza ota betoltott
szerepe alapjan Lakatos mégis némi joggal nevezte el rdla e programot.
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LEVEZETHETOSEG — A FORMALIS MATEMATIKA IDEALJA

Van a mai matematikanak olyan vonasa is, mely Eukleidész szamara még nem létezett, és
amely miatt ma egészen mas fogalmunk van példaul a szamrol és a matematika természe-
térdl: a képletek (formuldk) hasznalata, az algebrai és algoritmikus gondolkoddsmod. Ma,
ha matematizalasrol beszéliink valamely tudomanyban, akkor az tdbbnyire épp a mennyi-
ségi Osszefliggéseket jellemz6 formulak hasznalatat jelenti.

A modern matematika ezen elengedhetetlen jellemzdi arab kozvetitéssel az indiai helyi-
értekes szamolasbol erednek, ezért nem csoda, hogy sem Platon, sem Arisztotelész nem
reflektalt jelentéségiikre. Még Kant sem, pedig & mar ilyennek ismerhette meg a matema-
tikat, sot, a formalizmus épp az 6 idejében kezdett szert tenni igazi jelentségére. Matema-
tikus berkekben akkoriban formalodott programma az a nézet, mely a végsokig kiélezi a
matematikai bizonyitds ama elvét, hogy nem hasznalhatunk fel benne semmi egyebet, csak
amit (a definiciokban és axiomakban) el6zetesen kimondtunk, illetve amit (a korabbi téte-
lekben) mar bizonyitottunk.

Az eurdpai matematika egyik nagy szintézisébdl kialakulé matematikai analizis elbtivo-
16 technikakat kinalt ugyanis a valtozas jelenségeinek megragadasahoz, csak éppen nem
kifejezetten egzakt eszkozoket hasznalt ehhez. Berkeley hires pamfletjében (The Analyst)
szigoru birdlatat adja e mddszernek, mely a szamitdsokban szerepld végtelentil kicsiny
mennyiségekkel biivészkedik (meglehetds sikerrel!). Itt kezdddik a matematika alapjaira
valo rakérdezés, noha még csupéan az Gjonnan kialakult kalkulus valik vitatotta. Ekkor még
senki nem gondolja, hogy a probléma t6bb, mint gyermekbetegség. Még egy évszazad telik
el, és az olyan, ujonnan kidolgozott teriiletek, mint a halmazelmélet, a matematika egészét
hozzék kétségbeejtd helyzetbe.

Az egyes geometriai (érint6- €s teriilet-) szamitasok megkonnyitésére kialakulo eljaras
bizonytalansagai, persze, a matematikusoknak is feltiintek. Lathatjuk, amint az euklideszi
geometria logikai eszményét kovetve épp a geometriai szemlélettol igyekeztek megszabadul-
ni: attol, hogy a bizonyitasokhoz sziikség legyen az abrazolasra és a végteleniil kicsiny
részekkel torténd szamitasokhoz sziikséges érzékre €s tehetségre. (A matematikusok ugyanis
ekkor mar rég nem titkos miivészetiikre biiszkék. Mar nem a reneszansz fejedelmi udvarok-
ban divatos matematikai versenyeken mérik dssze erejiiket, ahol az alkalmazott eljarasokat
célszerti volt még titokban tartani. Es persze mar nem is bonyolult egyenletek egyszerii behe-
lyettesitéssel ellendérizhetd megoldasainak megtalalasarol van sz6. Hogy egy tudomanytorté-
neti pletykara hivatkozzam: mondjak, hogy a francia forradalom idején a foiskolakra beke-
riilé gyengébb képzettségli fiatalok oktatasakor felmertil6 problémak is a formalis felfogas
malmara hajtottak a vizet — konnyebb szabalyokat magoltatni, mint szemléletet alakitani.)

A moddszerek egzaktsaganak eszméje az euklideszi geometria 6roksége. Az ij matema-
tikdban azonban az algebrai eszkdzok tisztabbnak bizonyultak. Akkor a legegyszeriibb egy
probléma megoldasa, ha képlettel rogzithetd szabaly révén megadhato a hozza vezetd ut
(mint példaul a masodfoku egyenlet megoldoképlete). Mig Eukleidész szamara egy szam
négyzete ténylegesen a hozza tartozo négyzet teriiletmértékét jelentette, addig az algebrai
gondolkodasmodban ez mar nem fontos. A Lagrange nevével fémjelezhet6 iskola eszmé-
nye: olyan formalis rendszert alkotni, melynek — noha egyenesekrdl és gorbékrol, fliggve-
nyekrol és valos szamokrol, szam- és pontsorozatokrol, érintdkrdl és gorbe alatti teriiletek-
16l sz0l — megfogalmazasahoz mégse kelljen az ezekrdl alkotott képzeteinkre hivatkozni.
Csak a puszta definiciokra és az axidmakra. A bizonyitdsoknak pedig szinte mechanikusan
kellett levezetni a kérdéses tételt a lemmakbol és feltételekbol. (Ilyen axiomatikus rendszer-
rel a kedves olvaso feltehetdleg csak akkor talalkozott, ha specialis matematikaképzésben
vett részt, vagy egyetemen matematika szakot végzett.) A Kant altal szintetikus a priorinak
tekintett tudasbol eltiint az, ami miatt szintetikus lehetett: a szemléletre vald hivatkozas. A
folyamat azonban itt még nem allt meg.
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Végso, tokéletes formajat a formalis matematika idealja akkor nyerte el, amikor nemcsak
a geometriai intuiciora, hanem mindenfajta jelentésre torténd hivatkozast szamiiztek. Lakatos
rekonstrukcidjaban a torténet igy hangzik: a definicidkban fellépd végtelen regresszust (azt,
hogy egy kifejezés definidlasdhoz mas kifejezésekre van sziikség, s ezek definialasdhoz — a
korben forgo definiciokat elkeriilendd — megint Gjabbakra, és igy tovabb a végtelenségig) az
euklideszi program ugy oldotta meg, hogy egyszeriien meghtizta a kérdezéskodés és értetlen-
kedés hatarat ott, ahol feltételezése szerint a fogalmak jelentése minden érintett szamara tokeé-

A matematikatorténet tantisaga szerint azonban nagyon is konnyen eléfordul, hogy kide-
riil az ilyen feltételezések onkényessége (Lakatos 1981). A formalista program ezért olyan
tiszta bizonyitasokat tiiz ki célul, melyekben a tobbféle értelmezés lehetSsége kizart. Ok is
huznak hatarvonalat, csak masfélét. Naluk a rendszer elején nem az alapokat rogzité defi-
niciok, posztulatumok és axiomak allnak, hanem csak axiomak, melyek 1ényegében a defi-
nidlatlan alapterminusok hasznalatara vonatkozd szintaktikai szabalyokat adjak meg. A
definiciok azért hidnyoznak, mert definialatlan alapterminusaik jelentésérdl (szintaxis és
szemantika megkiilonboztetése — szemben a hétkoznapi nyelvekkel — itt nagyon vilagosan
értelmezhetd) semmit nem akarnak eldre rogziteni. Ezeket mindenki tetszése szerint érthe-
ti vagy valtoztatgathatja, az mit sem ront a rendszer tokéletességén.

Egészen kifinomult formajaban egy ilyen rendszer mar nem is szavakkal besz¢él, hanem
csakis és kizardlag formulakkal. Azt hiszem, nem tal vonzd a kiviilallo szamara. A halmaz-
elmélet Zermelo Fraenkel-féle axiomarendszere példaul csak logikai jeleket és olyan defi-
nialatlan alapterminusokat tartalmaz, mint ,,halmaz” és ,,eleme”. Az elobbiek természetesen
a logikara tartoznak, az utobbiak viszont a halmazelmélet sajat fogalmai. De arrél, hogy mi
is az a ,,halmaz”, meg mi az ,.eleme”, ez a rendszer semmit nem arul el. S a halmazelmé-
letr6l nem is tud meg semmit az, aki csak ezeket a formalis axidmakat ismeri, noha lehet
azt is mondani, hogy logikailag ebben mar minden benne van.

Megcsufolasa ez mindannak, amit Platon mondott a matematikarél, a név, a definicio, az
alakzat és a belatas egységérdl. Ez a matematika mar nem a 1étez0 megismeréséhez akar
elvezetni. Targya sokkal inkabb a logikailag lehetséges. Az elmélet ugyanis ebben a forma-
jaban mar nem szl semmir6l. A jelentést — hogy Lakatos kissé tulsagosan is expressziv
kifejezését hasznaljam — kiviilrdl fecskendezik a rendszerbe. Amikor az axiomatikus rend-
szer egy modelljérdl beszéliink, akkor ¢ modellben jelentést adunk a definialatlan alapter-
minusoknak, s ha ezzel az axidmak teljestilnek, akkor egy ,,valamireval6” axidmarendszer
esetében (a valamirevalosag feltételeit Godel teljességi tétele adja meg) e modellen minden
tovabbi levezett tétel is igaz lesz.

A formalis elmélet értelmét az adja, hogy van modellje, azaz hogy szélhat valamir6l. A
kristalytiszta logikaji matematikai rendszer tokéletesen atlatszo és kikezdhetetlen gyémant-
ja a mai tudomany cstcsteljesitménye. A matematika formalista programjanak célja tehat a
tudas ilyen, tisztan formalis rendszerekbe Ontése.

A matematika formalista programja azonban azonositja a matematikat annak formalizalt
idealjaval. Lakatos ez ellen a matematikafelfogas ellen Iép fel cikkeiben. Hogy miért van
erre sziikség, azt legpontosabban talan a Lakatos-tanitvany Reuben Hersh fogalmazta meg
az ,,idealis matematikusrol” sz616 irasaban.

AZ ALKOTO MATEMATIKUS FILOZOFIAI HELYZETE

Mivel a matematikusok kiilonbozoek, csak idealtipusrdl beszélhetiink. Egy ,,leginkabb ma-
tematikus jellegli matematikus” — aki persze csak ,.elképzelhetetleniil tiszta mintapéldany”
— tényleges tevékenysége ¢les ellentétben all azzal, ahogy 6 1atja sajat magat. Hostink ,,0gy
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tekint miivére, mint a vilag valodi szerkezetének részére, amely az idok kezdete 6ta fennal-
16 6rokérvényli igazsagokat tartalmaz” (Davis—Hersh 1984: 59). Tegyiik fel, hogy a nem-
Riemann hipernégyzetek elméletével foglalkozik:

Neki és kollégainak semmi kétségiik sincs afel6l, hogy a nem-Riemann hipernégyzetek éppoly
hatarozottan és objektive 1éteznek, mint a gibraltari szirt, vagy a Halley-iistokos. So6t, egyik
legfébb eredményiik, hogy a nem-Riemann hipernégyzetek 1étezését bebizonyitottak, mig a
gibraltari szirt 1étezése, bar felettébb valdszinii, de nincsen egzaktul bebizonyitva (Davis—Hersh
1984: 60).

Am ha egy didk arrél kérdez6skodik idealis matematikusunknél, mi is valojaban a bizonyi-
tas, Tarskira, Russellre vagy Peanora hivatkozik:

El6szor is le kell irni az elmélet axiomait egy formalis nyelven egy adott szimbolumrendszer-
ben vagy abécében. Ezutan le kell irni a tétel feltételeit ugyanebben a szimbolumrendszerben.
Ezutan pedig meg kell mutatni, hogy a feltételek a logikai szabalyok alkalmazasaval 1épésrol
Iépésre addig alakithatok, mig a végkovetkeztetéshez jutunk (Davis—Hersh 1984: 64).

Am e pontos leiras utan el kell ismernie, hogy ,,val6jaban soha senki nem csindlja ezt”, a
formalis nyelvekrdl és a formalis logikarol pedig nemhogy nem kell mindent tudni ahhoz,
hogy valaki bebizonyithasson valamit, hanem ¢€pp ellenkezdleg: ,,Minél kevesebbet tud
réla, anndl jobb. Az csupa értelmetlentil absztrakt dolog” (Davis—Hersh 1984: 64). Amikor
pedig egy olyan filozofussal keriil szembe, aki reggelenként Occam borotvajaval all a fiir-
ddszobatiikor elé, igy védekezik:

Sohasem gondoltam, hogy a hipernégyzetek 1éteznek. Amikor ezt mondom, minddssze azt
értem ezen, hogy a hipernégyzetek axiomainak van modellje. Mas szdval egyetlen formalis
ellentmondas sem vezethetd le beldliik, és igy, amint azt a matematikédban szokas, modunkban
all posztulalni 1étezésiiket. Valdjaban az egész dolog nem jelent semmit, ez csak egy jaték, mint
a sakk, amit axiomakkal és kovetkeztetési szabalyokkal jatszunk (Davis—Hersh 1984: 65).

Jomagam laikus testvér lévén inkabb azokra hivatkozom, akik maguk is alkotd matemati-
kusok. Davis és Hersh ezt irjak:

A legtdbb ir6, aki ezzel a témaval foglalkozik, egyetért abban, hogy a tipikus alkotd matemati-
kus a hétkdznapokon platonista, az tinnepnapokon formalista. Mas szdval, amikor matematizal,
akkor meg van gy6zédve arrdl, hogy egy objektiv realitassal foglalkozik, és arra torekszik,
hogy meghatarozza ennek tulajdonsagait. Amikor azonban arra kérik fel, hogy Osszegezze
ennek a realitasnak a filozofigjat, akkor legkonnyebbnek azt a szinlelést talalja, hogy végiil is
mégsem hisz benne (Davis—Hersh 1984: 338).

Tymoczko hasonldan frusztrald élményekrdél szamol be, melyekbdl egyértelmiien lat-
szik, hogy a matematika alapjainak ,,hagyomanyos filozofiai megkdzelitései képtelenek a
tényleges matematikai tapasztalat megragadasara” (Tymoczko 1986: IX). Ezek az élmé-
nyek Lakatos szamara is atélhetéek voltak. Filozofidjanak megsziiletésében nem kis része
volt éppen ezen iranyzatok — kiilondsen a kozottiik legbefolyasosabb formalizmus — elégte-
lenségének. Matematikai targyu irasainak mindegyikére illenének a Bizonyitasok és cafola-
tokhoz frott bevezetdjének sorai: ,,vitatja a matematikai formalizmust, de a matematikai
dogmatizmus végs6 allasait nem tdmadja” (Lakatos 1981: 19).

Attekintve immar azt a problémahorizontot, melyben Lakatos filozofiaja megsziiletett,
lassuk, milyen kérdéseket vet fel miiveiben!
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,,MIT BIZONYIT EGY MATEMATIKAI BIZONYITAS?”

A matematikafilozofia 20. szazadi iskolai — a formalizmus, a logicizmus és az intuicioniz-
mus, melyek koziil itt csak az elsot targyaltuk részletesebben — kizarolag eszményi értelem-
ben beszéltek a bizonyitasrol. Eszményeiket azonban az 6ket megel6z6 matematika torté-
nete ritkan elégiti ki: az ,,el6torténet” szamukra homalyos fogalmakkal végzett, nem kell6-
en szigoru bizonyitasoktol hemzseg. Lakatos figyelme éppen ezek felé a nem teljesen for-
malizalt, mai értelemben nem teljesen szigoru bizonyitasok felé fordul. A formalis bizonyi-
tasok mellett megkiilonboztet kétféle informalis bizonyitast is (Lakatos 1977b).

A preformalis bizonyitas olyan elméleti kornyezetben sziiletik meg, mely csak részben
formalizalt. A gondolatmenetek a matematika hétkdznapi nyelvén vannak megfogalmazva,
formulat csak ott hasznalnak, ahol az Iényeges roviditést jelent, vagy megkonnyiti a meg-
értést. A fogalmak egy részérdl egyszeriien feltételezik, hogy mindenki ugyanugy érti azo-
kat (masfél évtizednyi matematikatanulds utan ez mar nem teljesen alaptalan). Ebbol persze
mar latszik ¢ gondolatmenetek esenddsége. El6fordulhat, hogy valaki mégsem azonos
modon érti a szavakat. Az 6 fogalmi keretében hamis lehet az a tétel, mely masok fogalmi
keretében igaz. A vitdk ezen a ponton végeldthatatlanok. Megegyezhetnek ugyanis a kérdé-
ses terminus jelentésében, am ehhez feltehetéleg olyan szavakat is hasznaltak, melyek
jelentésében kiilon nem egyeztek meg, mert még egyértelmiinek tiintek.

A posztformalis bizonyitasok egy része a formalis matematikai elméletek ¢kkoveit hiva-
tott esendd tudasunkba agyazni. Ha ugyanis van egy formalis rendszeriink, melyben leg-
alabb szamolni tudunk, akkor — Godel nemteljességi tétele értelmében — megfogalmazhatd
a rendszer fogalmaival olyan allitas, melynek sem igazsaga, sem hamissaga nem vezethetd
le az axiomakbol. Azaz tudunk olyat kérdezni, amire axidomarendszeriink adott formajaban
nem valaszol. Ez persze nyujthatja a végtelen szabadsag érzetét is, am ha, mondjuk — pro-
balgatja Lakatos —, kideriilne, hogy a Fermat-tétel a szamelmélet Peano axiomarendszeré-
ben eldonthetetlen, ugyanakkor igazsaga mégis érdekelne benniinket a szamelmélet stan-
dard modelljén, akkor informalis érveléshez folyamodhatnank. Ez persze — mint minden
informalis bizonyitas — ki lesz téve a cafolat lehetéségének.

Az informalis bizonyitasok tehat ohatatlanul cafolhatoak, azaz — szigort értelemben
véve —nem bizonyitanak. De akkor mire valdak? Erre ad valaszt Lakatos legkitlinébb mun-
kaja, a

BIZONYITASOK ES CAFOLATOK
A heurisztikai megkozelites

Lakatos matematikafilozofidja — enyhe ironiaval — olyan bizonyitasokra hivatkozik szive-
sen (Lakatos 1977b, 1981), melyek elsd pillantdsra meggydzdek, am a kozelebbi vizsgalo-
das felfedi hianyossagaikat: hamis el6feltevéseken alapultak, vagy a levezetés helyes, csak
éppen nem a kérdéses tételt bizonyitja. Ertéktelenek volnanak ezek a bizonyitasok? Ha
torténeti forrdsokban taldlkozunk ilyenekkel, tulajdonitsuk ezeket a kor tudatlansdganak
vagy a szerz6 figyelmetlenségének? S ha sajat bizonyitasunkban fedeziink fel hibat, hajit-
suk a szemétkosarba?

Engem a bizonyitasok akkor is érdekelnek, ha nem érik el kitiizétt céljukat. Kolumbusz ugyan
nem jutott el Indiaba, de azért egészen érdekes dolgot fedezett fel (Lakatos 1981: 32).

Kolumbusz esetében ebben nem kételkediink, am mire j6 egy rossz bizonyitas? Mi lehet
még értekes benne, ha mar tudjuk, hogy nem bizonyit?
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Hogy err6l mondhassunk valamit, ahhoz utalni kell par szoval Lakatos egyik mesterére,
Polya Gyorgyre, aki heurisztikai munkaival ujraélesztette a felfedezés miivészete (vagy
logikaja?) iranti érdeklédést. A modszerrdl hallva a bolcsészek feltehetéleg Descartes-ra
gondolnak. Nem alaptalanul. Descartes Ertekezése az értelem vezetésének modszerérol
nem kis részben a matematikai értelem vezetésének gyakorlatat koveti, azt foglalja szaba-
lyokba, azaz olyan mddszert vesz at, amely ott mar ismert. Polya olyan szabalyokra utal,
melyeket a tehetséges matematikusok dntudatlanul is kovetnek, amikor matematikai prob-
Iémakat oldanak meg. Lakatos viszont modszertani 0jitasok jelentdségét fedezi fel a mate-
matikatorténetben: a bizonyitaselemzés Seidel altal felfedezett modszere a Bizonyitdsok és
cafolatok egyik legfontosabb gondolati vezérfonalat adja.

Polya Lakatos altal nagyra becsiilt heurisztikdja, A gondolkodas iskoldja, olyan pontosan
definialt feladatokat segit megoldani a didkoknak, melyekrdl tudhatd, hogy akik kitalaltak
Oket, azok mar tudjak a megoldast. Bizonyitasi feladatai olyan korrektiil megfogalmazott
tételekre vonatkoznak, melyeknél lehet tudni, hogy ha valamely feltételt nem hasznaltunk
fel a bizonyitasban, akkor valdsziniileg nem vagyunk még készen. Lakatos szabalyai ezzel
szemben az ismeretlen felfedezésére vonatkoznak. A bizonyitasi probléma egyben a tétel
pontos megfogalmazasanak problémaja is. Azokat a matematikai tételeket lehet veliik meg-
talalni, melyek, ha mar elkésziiltek, Polya didkjai szamara is feladatta valhatnak.

Lakatos és Polya heurisztikaja tehat kiegésziti egymast. Lakatosé a naiv sejtéstél vezet
el minket a kidolgozott tételig. Mddszertani szabalyai ennek megfelelden elég meglepdek.
Példaul: ,, Ha van egy sejtésed, kezdd el bizonyitani és cafolni!” Legtobbiink szamara nem
konnyli egyszerre bizonyitékokat és ellenpéldakat is keresni. Hajlamosak vagyunk belera-
gadni egyik vagy masik szerepkdrbe, s nehezen értjiilk meg, ha valaki egy szerintiink hamis
tételt bizonygat hosszan, vagy ha szerintiink vilagosan lathatd igazsagban kételkedik. A
Bizonyitasok és cdfolatok nem véletlentil tandrama. Szorakoztatd gylijteménye mindazok-
nak a szerepeknek, melyeket a tudosok kedvenc elméleteik védelmében vagy altaluk lené-
zett alokoskodasok biralatakor magukra Sltenek. S mivel egy szinmiivet nem lehet par
mondatban elmesélni, nem is probalkozom vele. Csupan felvetek néhany filozofiai problé-
mat, melyek fontosak Lakatos szamara.

A konyv lapjain zajlo parazs vita egy egyszerli matematikai tétel igazsaga koriil forog,
am pillanatokon beliil kérdésessé valik szamos mas igazsag is, mikozben bizonytalanna
valnak olyan szavak jelentései, melyekrol a vita kezdetén mindenki feltételezte, hogy egy-
értelmtiek, mint példaul a ,,poliéder”, ,,lap”, ,,€1” stb. A poliéderekre vonatkozo tétel cafoloi
olyan ellenpéldakat hoznak fel, melyek aligha nevezhetdk jozan ésszel poliédernek, am meg-
felelnek a vita egyes pontjain adott definicioknak. S minden Gjabb ellenpélda 1}, azt kivédo
definiciora készteti a tétel védelmezait.

A tétel fogalmi kerete a szemiink el6tt valik kérdésessé, €s valik a kiilonbozo teoretikus
megoldasok egyre gazdagabb hatterében egyszerii elemi matematikai sszefliggésbol a tu-
domany torténeti megkdzelitése és filozofidja szamara is érdekes és izgalmas jelenséggé. A
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matematika torténeti esetlegességei hirtelen izgalmassa valnak — ami persze kevéssé lelke-
siti a matematikusokat. De itt mar nem pusztan a tétel igazsaga vagy a bizonyitas helyessé-
ge a tét. A matematika torténetisége (vagy orokkévalo, torténet nélkiili igazsaga) az, ami
kockan forog.

Torténelem a labjegyzetekben

A torténeti tudatara valamit is add olvasonak, persze, égnek all a haja attol, ahogy Lakatos
egy terembe hozza Ossze vitara minden korok matematikusainak nézeteit. A tanteremben
zajlo dialogus a valosagos torténet racionalis rekonstrukcioja. A valosagos torténet ezalatt a
labjegyzetekben zajlik. Itt kapnak helyet a forrasok, ahonnan a vita szerepldinek nézetei
szarmaznak. SOt, szamos mas torténeti részlet is napvilagra kertil, tgyhogy a végén az
ember mar tényleg nem is tudja, hogy a teremben zajlo vita és a matematikusok eredeti
nézetei koziil melyik karikatiraja a masiknak. Mindez jocskan igénybe veszi a megddbbent
olvasoé figyelmét, aki probal ingazni a szoveg és a labjegyzetek kozott, hogy a vita fonalat
se veszitse el, de azért az igazi torténet poénjairdl se maradjon le.

Szellemessége ellenére merdben anakronisztikus, €s torténeti érzékiinket sérti az is,
ahogy a modern szigortsagi kovetelményekkel felvértezett olvasd kénytelen Cauchyt
kihivni parbajra, amikor Lakatos mellékesen megjegyzi, hogy amit korabban — Cauchyt
kovetve — bizonyitasként eldadott, az valojaban csak ellenérzése a tételnek, s ekképpen nem
bizonyit semmit (Lakatos 1981: 116). Meglepddiink azon, hogy nem vette ezt észre
Cauchy? (Persze, mi magunk sem vettiik észre, de valahogy az ellenérzés logikai szalain
visszafel¢ haladva gy éreztiik, egyszertien eljuthatunk a tételhez.)

Elképediink, milyen szenvedéllyel tudnak matematikusok teljesen absztrakt, életidegen
targyukrol beszélni: ,,Borzalommal fordulok el ettdl a siralmas dogvésztol: fliggvények, ame-
lyeknek nincsenek derivaltjaik!” (Lakatos 1981: 40. 1. 1j.) Ekozben a fészdvegben egyes
szereplok varatlan palfordulasanak lehetiink tantii, van, aki sértédotten elhagyja a termet,
egy holgy pedig ,.historizmust” kidltva elajul a vita tetépontjan.

Labjegyzetbdl tudjuk meg, hogy az egyszertinek latszé gondolatmenet, mellyel megis-
merkedtiink, nem vart lehetdségeket rejteget: Cauchy bizonyitasaban sehol nem hasznalta
fel, hogy a poliéder €lei egyenesek és lapjai sikok, tehat a bizonyitas elvégezhetd gorbe lapt
és gorbe €l poliéderekre is (Lakatos 1981: 135. 1. 1j.). Azaz hirtelen elénk all egy tétel,
melyrél mindeddig beszéltiink, allitdsokat tettlink, ellendriztiik, bizonyitottuk, és még csak
nem is tudtunk a létezésérdl. Mert nem gondoltunk ra. Gorbe lapu, gorbe ¢l testeket nem
tartottunk volna poliédereknek. Nem is gondoltuk a targyhoz tartozonak effélékrol gondol-
kodni. Most pedig kideriil, hogy elméletiink szdl roluk, s ezzel mar sziiletésiik pillanataban
az elmélet érvényességi koréhez tartoznak. Mi johet még?

Nos, Lakatos nem nyugtat meg. Ha mast6l nem, Poppertdl mar megtanulhattuk, hogy
a tudomanyos elméletek nem igazolhatdak; Popper szerint tudomanyossagukat az bizto-
sitja, hogy céfolhatoak. Ot kovetve Lakatos — immar metafizika helyett a formélis és
informalis matematika kiilonbségére utalva — igy fogalmaz: ,,Az {ires fecsegés cafolhatat-
lan, a tartalmas allitasok fogalomkitagitassal megcafolhatéak™ (Lakatos 1981: 153). Azaz
barmi johet.

A matematikanak, ha meg akarja 6rizni végleges és cafolhatatlan igazsagokkal hajdan el-
nyert kirdlynoi statusat, formalissa kell valnia. Azaz puszta eszkdzz¢, mely mar nem a valo-
sagrol szol. Formalis elméletiinknek talalhatunk modellt egy masikban, s ez mély matema-
tikai belatasokhoz vezethet, am pusztan formalis rendszereket alkotva és egymasra vonat-
koztatva soha sem jutunk ki az iivegpalotabdl. A birodalom, melyen a formalis matematika
uralkodik, sajat formalis strukturaibol épiil. A valdsagra kivancsi kutatok szamara ez a
matematika puszta eszkoz. Pontos képet ad tételek dsszefliggéseirdl, am semmi tobbrol. A
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matematikusok persze ugy érezhetik, az egész vilag benne van e kristilygémbben. Ok —
mint ez Lakatos 1abjegyzeteibdl is kidertil — mégsem életidegen, hideg és halott vilagnak
érzik tudomanyuk birodalmat. S ezen a ponton Ujra elétérbe keriilnek az alkotd matemati-
kus filozofiai helyzetére vonatkozo6 dilemmak.

A MATEMATIKAI TAPASZTALAT SZEREPE

Lakatos egy eldadasaban (1967) az empirista (és induktivista) felfogas reneszanszarol
beszél. Kivalo matematikusokat idéz, akiknek sora az 6 szamara a legjobb érv a matemati-
ka barmely filozofidja mellett vagy ellen. Az eléadasban maguk a matematikusok szolnak
a matematikai fények jelentdségérdl az axidmak igazsaganak megitélésében (Russell), az
abszolut bizonyossag lehetetlenségérdl (Carnap) vagy legalabbis meglehetésen kétséges
voltardl (Curry), a természettudomanybol szarmazé adatok szerepérdl (Quine, Mostovski),
arrol, hogy a szamelmélet elméleti alapjat jelentd halmazelmélet kevésbé biztos, mint maga
a szamelmélet (Quine), illetve hogy a szerepe inkdbb a szamelmélet magyarazata, semmint
megalapozasa (Gddel). Arrdl is szolnak, hogy a matematikai elméletek esendéek (Godel),
hogy igazsaguk csak valdszinii (Church), hogy az axiomakat sokszor nem sajat maguk,
hanem kovetkezményeik igazsaga teszi elfogadotta (Fraenkel, Godel). Az empirizmus leg-
tisztabb megfogalmazasa e sorok kdzt a matematikat egy valosagos vilag elméleti konstruk-
cidjanak tekinti (Weyl). Hipotetikus voltdban a fizikahoz hasonlitjak (Russell, Carnap,
Weyl, Neumann, Bernays), s6t azt is megfogalmazzak, hogy a matematika igazolasa — €pp-
ugy, mint mas tudomanyoké — gyakorlati (Kalmar) (Lakatos 1967: 25-28).

Az Infinite Regress and the Foundation of Mathematics cimi cikkében (Lakatos 1977a:
5-9) igy jellemezte e filozofiai megkozelitéseket:

Az empirista elmélet a megfigyelésekrol sz6l6 allitdsok igazsagan alapul. E tapasztalati
igazsagok azonban nem biztositjak azoknak a hipotéziseknek az igazsagat, melyek feladata
— axidmakként — e megfigyelt tények magyardzata. A kovetkezmények igazsaga csupan
megerdsités, de nem igazolas. Ha azonban e magyarazo elvekbdl levezetett allitasokrol
kideriil, hogy empirikusan hamisak, az egyben megcafolja a hipotéziseket (ill. ezek néme-
lyikét) is, s ezzel bukik az egész rendszer. Az empirista elmélet tehat vagy hipotetikus (azaz
eddig még meg nem cafolt), vagy hamis.

Ennek kikiiszobdlésére, az empirikus tudas megmentésére sziiletett meg az induktivista
program. Ez az empirikus tapasztalatokbol levont induktiv altalanositas utjan akart eljut-
ni az altalanos elvek igazsagahoz, hogy az a logikai levezetés csatorndin igy ismét
elaraszthassa az egész rendszert. A induktiv logika tehat a deduktiv logika parja lett volna,
mely biztosithatta volna az empirista elméletek tiszteletre mélto voltat. Lakatos azonban
Popper egyik legfébb érdemének tartotta, hogy kimutatta az induktiv logika érvénytelen-
ségét. A tudas alapjainak 1éte vagy nemléte tehat az euklideszi €s az empirista program
viadalaban dél el.

Osszehasonlitva ezt a korabban jellemzett euklideszi programmal, azt mondhatjuk: az
euklideszi elmélet alapja elméleti; axiomainak igazsaga legfeljebb tovabbi elméleti megala-
pozassal biztosithatd. Ilyen valtozas volt a gdrog matematikaban, amikor a (pythagoreus)
szamelmélet helyett az (euklideszi) geometria lett az uralkodo elmélet (Lakatos 1981: 181.
1. 1j.). igy lett az analizis alapja a szimelmélet, majd annak az alapja a halmazelmélet, és
ennek alapja Russell szandéka szerint a logika (Lakatos 1977a: 2-19). S igy lathatta a for-
malista program a trivialis (azaz euklideszi) metamatematikaban a végleges igazsag eléré-
sének biztositékat (Lakatos 1977a: 20-22).

Az empirista elmélet alapja ezzel szemben tapasztalati. Kérdés persze, hogy milyen ér-
telemben lehetne a matematikaban empirizmusro6l beszélni. Nyilvan nem arrél van szo,

34 replika

-



-

hogy a koriilottiink lathato vilag tényeiben fedezziik fel és igazoljuk a matematika Gssze-
fiiggéseit. (A matematika mar vagy két és félezer éve nem ezekkel a dolgokkal foglalkozik.)
Ha egy haromszogrél bizonyitunk valamit — emléksziink Platon szavaira —, akkor nem a
homokba rajzolt hdromszdgrdl beszéliink. A matematika vildga til van mindazon, ami érzé-
keinkkel felfoghato. Ha vannak tényei, akkor azok valamiféle ,,idedlis” vilag tényei, mely
csupan elgondolhatd, de nem lathato vagy tapinthato.

Miért nem nevezi ezt Lakatos platonizmusnak? Miért van tobb koze az empiriahoz? Nos,
Lakatos nem is azt mondja, hogy az informalis matematika empirikus, hanem hogy
kvaziempirikus (kiilonbséget tesz empirikus €s empirista elmélet kozott). Az igazi empiriz-
mustol ezt épp a matematika vilaganak intelligibilis volta kiilonbozteti meg. A platonizmus-
tol viszont az, hogy targyai és tényei nem orokkévaloak. Felfedezhetiink benne eddig isme-
retlen dolgokat, de ki is talalhatunk ilyeneket (példaul egészen bizarr poliédereket, melyek-
re korabban senki nem gondolt), masok pedig a feledés homalyaba veszhetnek (ahogy ezek
koziil is néhanyat csak a torténetkutatas fedezett fel Gjra). A matematika formalis rendszer-
be merevitett valtozatat ezek persze mar nem érintik (ez erénye €s hibaja egyszerre), am
nagyon is érintik az informalis (empirista, euklideszi...) matematikat.

Lakatos emlitett cikkében — az euklideszi, az empirista és az induktivista program mellett
negyedikként — kiilon kiemeli az ismeretelméletben felfogasa szerint 0j fejezetet nyitod pop-
peri elméletet. A kritikai (vagy fallibilista) program elfogadja az empirista elméletek esen-
doségét. Megszabadit az elméletek igazsaganak dogmatikus felfogasatol, hiszen elve éppen
az, hogy minden tudasunk csak atmeneti, sejtésszert, hipotetikus. ,,Soha nem tudunk, csak
talalgatunk.”

A cafolhatdsag elvének altalanos elfogadasa miatt a matematika ,,alapjainak” kutatasa
— ha ezen a matematikai igazsag ¢és jelentés elméleti megalapozasara iranyulo torekvést ért-
jik — eleve kudarcra itéltetett. Az igazsag ¢s a jelentés csak tovabbithatd a definiciok és a
bizonyitasok révén. Am mivel nincs kétségteleniil igaz tétel és mindorokre tokéletesen
ismert terminus, a tudas nem alapozhat6 6rokre tokéletesen ismert terminusokkal megfogal-
mazott abszolut biztos axiomakra. Orokérvényti alapok nincsenek.

Az alapok helyett Lakatos inkabb uralkodé elméletekrdl beszél, melyeket elég megala-
pozottnak (vagy biztosnak) tekintenek ahhoz, hogy mas teriiletek problémait nyugodt sziv-
vel lefordithassdk az 6 nyelvére. Ilyen forditas eredményei példaul a szamelméleti tételek
az euklideszi geometriaban (s ilyen forditast jelent, valahanyszor egy problémat egy ismert
teriilet Osszefliggéseit felhasznalva probalunk megoldani — példaul modelleziink). Az ural-
kod6 elmélet — a kuhni paradigmahoz hasonléan — egy adott torténeti idészakban uralja az
adott kutatasi tertiletet, s6t, mas jellegli vizsgalodasoknak is példaképiil szolgal. A tiizete-
sebb matematikatorténeti vizsgalodas feltarja itt a paradigma fogalmanak alkalmazhatdsa-
gat is. A kuhni felfogassal szemben azonban Lakatos szigortan csak elméletrdl beszél. De
még igy is megbolygatja a torténetiség kérdését, s azt a kérdéskort, amelyet leginkabb
hermeneutikai problémanak nevezhetnénk.

Az, hogy az uralkodd elméletek éppugy valtoznak az idok soran, mint a szigorsag alta-
lanosan elfogadott standardjai, az dnmagaban még nem lenne igazi probléma. Lakatos
azonban harom Iényeges kérdéskort is feltar itt.

A TUDOMANYOS NYELV VALTOZASA
Kozkeletli tudomanytorténeti felfogas, hogy a tudomanyok fejlédésével a korabban ,,homa-
lyos” fogalmak , tisztazodnak™, egyre pontosabban definidljak oket, s lassanként a vilagos-

sag ¢és egzaktsag valtja fel a kezdeti sotétben tapogatdzast. Ha ez igaz, akkor a bizonyita-
sokbol szarmazo, elméleti fogalmak tisztazzak a naiv fogalmak pontatlansagat — a bizonyi-
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tasok ¢és cafolatok modszerével tehat eloszlathatjuk a fogalmainkat koriilvevé homalyt.
Valoban igy van ez? Lakatos szerint nem. Bar az elméletbdl szarmazo6 fogalmak valéban
vilagosabbak, jobban kériilhataroltak, mint amilyenek a naiv fogalmak voltak, &m ennek a
naiv jelentés eltiinése az ara.

A naiv fogalom eredetileg definialatlan. Nincs sziikség definiciora, mert ugy tiinik, min-
denki szamara vilagos, mirdl van szo. Definialasa csak akkor valik sziikségessé, amikor
tamadasok érik a segitségével megfogalmazott allitds(oka)t. Az ennek hatdsara sziiletd
védekez6 tipusu (példaul ,torzsziilott-kizard™) definiciok azonban még altalanos elfogada-
suk esetén is csak pillanatnyi megnyugvast eredményeznek. Nincs olyan definicid, melynek
segitségével egyértelmiivé lehetne tenni egy fogalmat — a definicidk végtelen regresszusat
nem lehet megéllitani. igy mindig lehet a definicion beliil maradva gy értelmezni a fogal-
mat, hogy az értelmezésiinknek megfeleld ellenpéldaval megcafolhassuk a kiszemelt tételt
(erre idéz szamos példat a Bizonyitasok és cdfolatok). A torténelem szerepléi szamara a
kritika elfogadasa intellektualis tisztesség dolganak tiinik. E 1épés — ugy lathatjak — a foga-
lom rejtett, eddig fel nem fedezett aspektusat tarja fel. Azaz a szemiik el6tt rejtve marad az,
amit a torténeti visszapillantas fényében, torténeti érzékiinkkel felvértezve mi mar észreve-
hetiink: hogy a bizarr ellenpéldak tagitottak ki azt az univerzumot, amelyen beliil a definicio
még jo lehetett. A megvaltozott vilagban ugyanaz a definicié mar mast jelent, ezért az ere-
deti hatarok visszaallitasa végett kellett latszolag sziikiteni a definicidt.

A tudomany fejlédésében igazan lényeges szerepet jatszd mozgas azonban nem ez,
hanem az elméleti fogalmak sziiletése. Amikor a Bizonyitdsok és cafolatokban az Euler-té-
tel igazsagarol folyik a vita, kapunk ra bizonyitast, de talalunk ellenpéldékat is. A sajatos
helyzet nyoman megindul6 bizonyitaselemzés (Lakatos 1981: 23—71) feltarja a bizonyitas
azon pontjait, melyek megbuknak az ellenpéldan. Ezek vagy hamis segédtételek, vagy
olyan rejtett lemmak, melyek igazsagat eleve feltételeztiik, anélkiil, hogy kimondtuk volna.
Ha marmost ezeket a lemmakat feltétellé alakitva beépitjilk a tételbe (Lakatos 1981:
50-71), akkor tételiink elég hosszu lesz. E beépitett feltételeket azonban kiilén meghataro-
zasokkeént ki is emelhetjiik a tétel elé, és akkor mar elég csak egy szdval utalnunk azokra a
dolgokra, melyekre a feltételiink teljestil: igy sziiletnek a bizonyitasbol (avagy elméletbdl)
szarmazo fogalmak. Ezek elméletet, de legalabbis (bizonyitott) tételt hordoznunk a hatu-
kon, s ez adja intellektualis stilyukat. ,,Semmi esetre sem nevezném a balnat halnak, a radiot
hangos doboznak (ahogy a primitiv népek teszik), és nem idegesit, ha egy fizikus az tiveg-
r6l mint folyadékrol beszél. A haladas folyaman valdban elméleti osztalyozas, azaz elmélet-
bdl (bizonyitasbol, vagy ha gy tetszik, magyarazatbol) szarmazo osztalyozas valtja fel a
naiv osztalyozast” — mondja a vita egyik szerepldje a miiben (Lakatos 1981: 137).

A fogalomkitagitas lehetdsége azonban dsszezavarja az addig kidolgozott elméleteket.
Ennek végsé konzekvenciait is levontak a matematikusok, amikor elfogadtak a korlatlan
fogalomkitagitas lehetdségét s — hogy az ebbdl eredd bizonytalansagokat elkertiljék — a for-
malis deduktiv rendszer idealjat. Ez alapvetden megvaltoztatta a matematika fejlodési
sémait (Lakatos 1981: 156).

Az elméleti és a naiv fogalomkitagitast egyarant a kritika serkenti, s ezzel a vita a tudo-
manyos haladas alapvetd mozgatorugojava valik. A tudomanyos nyelvnek a haladassal
egylitt jaro valtozasa azt eredményezi, hogy a tuddsok olykor félreértik egymast. De ne
itéljiink tal szigortan. Lakatos szerint elhibazott az a nézet, mely a racionalis vita el6felté-
telévé szeretné tenni, hogy a résztvevok — a ziirzavart elkeriilendd — eldre definidljak fogal-
maikat. Nem a fellépd végtelen regresszus problémaja miatt, hanem mert Lakatos épp azt
mutatja fel a matematikaban, hogy a fogalomalkotas nem autondém: az értelmes definiciok
épp a vitabdl sziiletnek meg.
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A DEDUKTIVISTA ES A HEURISZTIKAI MEGKOZELITES ELLENTETE

,»A deduktivista és a heurisztikai megkdzelités ellentéte” cimili fiiggelék a Bizonyitdsok és
hatarozasa ahhoz a problémahelyzethez tartozik, melynek megoldasara sziiletett. Ha ezt leva-
lasztjuk réla, elvesziti értelemado hatterét. Lakatos ezért a matematikaoktatds szégyenének
tartja, hogy ,,a tanulok képesek pontosan idézni a Cauchy-, Riemann-, Lebesgue- stb. integra-
lok kiilonb6z6 definicioit anélkiil, hogy tudnak, milyen problémak megoldasara alkottak meg,
vagy milyen problémak megoldasa soran fedezték fel ezeket” (Lakatos 1981: 178. 1. 1j.).

A matematika szokasos, deduktiv felépitése a logikai 0sszefiiggések felmutatasara helye-
zi a hangsulyt. Az euklideszi idokben kialakult rendszerezés pedans €s szigori. Az adott
tudomanyteriilettel éppen csak ismerkedd diak szamara sokszor fogalmi biivészkedésnek
tlinik, amit a matematikusok miivelnek. A deduktivista stilus a bizonyitasbol szdrmazo
fogalmat a bizonyitas elott definialja, a tételt tokéletes, kész formajaban mutatja be, ,takar-
gatja az eréfeszitést, és eltitkolja a kockazatot. Az egész torténet szertefoszlik, a tételnek a
bizonyitasi eljaras folyaman egymast koveto kisérleti megfogalmazasai felejtésre itéltetnek,
a végeredmény pedig szent tévedhetetlenséggé magasztosul” (Lakatos 1981: 208).

A matematikai felfedezés nem a deduktiv logikat koveti. Lakatos azonban ebbdl nem arra
kovetkeztet, hogy akkor nem is racionalis. A bizonyitasok és cafolatok modszere épptigy mod-
szer, ahogy Descartes-¢. Bemutat egy valdban ésszerti [épésekbdl allo, bar kétségteleniil sok-
agu ¢és bonyolult gondolatmenetet. A folyamat tanulsagait szabalyokban dsszegzi.

,»A matematikai felfedezés logikaja” — mondja az alcim. A heurisztikai stilus a Popper
altal is emlegetett szituacionalis logikat mutatja fel: a matematikai eredmények mogott min-
dig felmutatja azokat a problémahelyzeteket, amelyek megoldasara megsziilettek. Kiilono-
sen fontos tehat az a rész, mely a jelenlegi matematika altalanos gyakorlatahoz kozelebb all,
mint a korabbi (s dontden a 19. szazad el6tti allapotokat jellemz6) informalis érvelések. A
John Worrall és Elie Zahar altal szerkesztett kiadas (ebbdl késziilt a magyar forditas is) II.
fejezetében az elemi matematikai 6sszefliggésként fellépd Euler-tételt a dialogus egyik sze-
repldje egy jol kidolgozott, axiomatikusan felépitett elmélet segitségével bizonyitja. Az
eredeti tétel fogalmait a vektorterek elméletének nyelvére forditja le.

A FORDITAS PROBLEMAJA

Az eredeti fogalmi keret, melyben egy probléma megfogalmazodott, kiilonbozik attél, ami-
ben a megoldast keressiik. Valaszt keresiink egy kérdésre, s egy 1j teriilet varatlanul igéretes
alternativat kinal a probléma megfogalmazasahoz. Matematikusok szamara a kérdés igy
vetddhet fel: el lehet-e donteni formalizalassal egy nem formalis bizonyitas érvényességét?
Tudomanytorténészek szamara ugyanez: eldontheté-¢ egy gondolat helyessége vagy egy
gondolatmenet érvényessége, ha sajat mai tudasunk nyelvére forditjuk le? Lakatos szerint a
valasz: nem, mivel tavolrdl sem egyértelmi, miként kell a forditast elvégezni.

A formalizalas épptgy, mint sokszor a forditas, a gondolatmenet alapos atdolgozasa.
Fiigg attol az elmélettdl, amelybe forditunk s a kérdéses problématol is. Igy az adott szo-
vegnek tudomanyos értelmiiket illetden is kiilonbozo forditasai s kiilonbdzoé formalizalasai
lehetségesek: beszélhetiink igazolo és cafolo forditasrol, igazolo és cafolod interpretaciorol.
Azaz barmi deriil is ki a forditas vagy formalizalas soran, az nem jar semmilyen kovetkez-
ménnyel az eredeti érvelésre nézve. Lehet, hogy megcafolja, de az is lehet, hogy csak egy
(félrevezeté modon) cafold forditassal van dolgunk. ,,A forditasi eljarasok problémak rop-
pant tarhazai... altalaban meggyorsitjak mind az uralkodo, mind a beolvasztott elmélet fej-
16dését, de késdbb, amint a forditas gyenge pontjai elétérbe keriilnek, a forditas a tovabbi
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fejlodés gatjava valik” (Lakatos 1981: 182. 1. 1j.). Ezek a Bizonyitdsok és cdfolatok utolsd
mondatai. Sajnos, Lakatos soha nem dolgozta ki a matematikatorténet ilyen felfogasat, nem
tarta fel e paradigmakat vagy gondolkodasi sémakat. A modern, 20. szdzadi matematika
filozofiai megkdzelitése pedig épp ezt tenné elengedhetetlenné.
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